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Soit u un mot inlini non ptriodique point fixe d’une substitution primitive 6: nous montrons que 
pour .v asset grand u nc contient aucune puissance N-eme de mot. Nous donnons enauite une 
condition necessaire et suffisante pour que 0 soit reconnaissable au sens de Host et Queffelec. et nous 
montrons qu’il auflit de “bilateraliser” cette definition pour obtenir une propriete verifiee cette fois 
par toutrs les substitutions primitives a point fixe non periodique. 
1. Introduction et notations 
C’est en cherchant a construire des mots ne contenant aucun cube que Thue [S] 
a ete conduit au debut du siecle a considtrer une suite point fixe de la substitution 
definie par ~(a)=ah et o(h)= hu. Cette suite, introduite en fait par Prouhet en 1851, 
fut redecouverte en 1921 par Morse qui lui donna son nom. Depuis Karhumaki 
a montre que le mot de Fibonacci, point fixe de la substitution definie par a(a) = ah et 
a(h)= 0 ne contient pas de puissance quatrieme de mot (cf. [6]). 
Dans la Section 2, nous montrons plus generalement que, dts que u, point fixe d’une 
substitution primitive, n’est pas periodique, il existe un entier nature1 N tel qu’aucune 
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puissance NGme de mot n’apparaisse dans II. Bien que ne fournissant pas le plus 
grand exposant effectif, la dkmonstration du ThkrZme 7.4 permet d’en calculer 
aiskment un majorant. 
On entend par reconnaissabiliti: pour une substitution (T une notion exprimant 
qu’on peut retrouver la structure d’un facteur d’un point fixe de 0 d& qu’il est assez 
long. C’est une hypothese qu’on est naturellement amenk :I faire lorsqu’on ttudie le 
systtme dynamique assock li ce point fixe. 
La premiere formalisation de cette idie est due :I Martin [4]. mais il &once :I cc 
sujet un thtoreme peu convaincant. Host et Queffklec donnent alors une difinition 
moins exigeante et introduisent le terme “reconnaissable” [2.5]. 
Host attirme dans [Z] qu’une substitution Li point fixe non pitriodique non post- 
fix&e est reconnaissable. De plus Rauzy a don& une dkmonstration courte du fait 
qu’une substitution de longueur constante injectivc sur les lettres et i point fixe non 
pttriodique est reconnaissable ( [ 5 ] ). 
Le Theorime 3.1 donne une caractkrisation des substitutions primitives reconnais- 
sables; toutes nc le sont pas. Le Thkor&nc 3.1 bis montre que la notion bilattraliske de 
reconnaissabilitk, sans inconvkznt pour I’ktude du systkme dynamique associi. cst 
elle vkrifke par toutes les substitutions consid~r~es. 
De plus. les problkmes de In rcconnaissabilitk de U. de la pkriodicik de II. et de la 
prkence de puissances de mats dans II sont extrEmemen lit%: par exemple. la 
pkriodicitk de II est incompatible avec le fait qu’une infnitk d’itkrks de n soient 
reconnaissables: si I’ est un elt-ment de .r/* et si II n’est pas pkrindique. I.’ ne peut pas 
apparaitrc dans II pour tout :V. par minimalitt: (c’cst faux en gknkral dans le cas non 
primitif): il est nature1 enfin. pour ktudier les puissances de mots intervenant dans II. 
d’utiliser I’kventuelle reconnaissabilitk de CT pour faire dtkroitre la longueur des mats 
considkrks. Dans la Section 3, la dtmonstration des Thiokmes 3. I et 3.1 his prkisera 
ce lien. 
Soit .r/ un ensemble hni de cardinal g 2 2. appelk alphabet; les kliments I,. . . xc, de 
.c/ sont appeks lettres. On note .rJ* I’ensemble des mots non vides de longueur finie 
sur .c/. Si I.E.“/*. (1.1 note sa lo ngueur. et si SE-~/‘.. .~[i.j] note le mot z~.Y,+, .Y, 
(.i>iL 
Nous dksignerons par ci une substitution sur .U. c’cst-ci-dire une application de 
.c/ dans .d* prolong&e par concatktion :I .c/* et :I .r/“. et admettant un point fixe II 
(cf. [II,. 
Nous supposerons de plus quc CT est primitive. c’est-a-dire qu’il existe un entier 
nature1 II tel que. pour tout couple (0. h) dc Icttres. h apparait dans le mot O”(U). Ceci 
revient d dire que la matrice associke A r~. d&nie par 
Avf=(Mij)l Si.,jcq. oti Mij est Ie nombre d’apparitions de ri dans ci(-x;). 
admet une puissance strictement positive. 
Soit T le dkcalage dkfini sur .r/‘~ par 
T( (.\-,I ),,, j ) = (-x,t + , I,,, 4 
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Si l’on note K, la fermeture de I’orbite de u sous l’action de T pour la topologie 
produit sur .d%‘, on sait que le systeme dynamique (K,, T) est strictement ergodique. 
En particulier, ce systeme est minimal: tout element de XI’* apparaissant dans 
u y apparait une infinite de fois, avec des lacunes bornees (cf. Cl 3). 
Nous noterons L, l’ensemble des facteurs du mot infini u. 
Notons maintenant 
Ek=~OJuII~k(UIO,p-l])l; p>OJ . 
Dbfinition 1.1. On dit que 0 est reconnaissable s’il existe un entier L>O tel que si 
u[ii+L-l]=u[j,j+L-11, et iCEI, alors jEE,. 
Nous introduisons la notion voisine suivante, la reconnaissabilite se confondant avec 
une notion de “reconnaissabilite a droite”: 
Ditfinition 1.2. On dit que 0 est bilatiralement reconnaissable s’il cxiste un enticr L >(I 
tel que si u[i-L, ii-L]=u[j-L,j+L], et iEE,, alorsjeE,. 
2. Puissances de mots dans un point fixe de substitution 
DCfinition 2.1. Un mot infini u est dit ultimement periodique s’il existe des mots or et 
u de longueurs finies tels que: u = L’, ow; il est dit ptriodique (ou purement periodique) 
dans le cas oti u1 est un suffixe de L‘. 
Remarquons que dans le cas oti u est point fixe d’une substitution primitive, l’ultime 
periodicite entraine la periodicite. 
La notion de mot primitif (sans rapport avec l’hypothise 0 primitive), utilisee dans 
[7] pour etudier la piriodicite des points fixes de morphismes, est definie ainsi (cf. [3]): 
Dkfinition 2.2. Un mot u de longueur finie est dit primitif s’il n’est pas puissance dun 
autre mot que lui meme. 
Propriittk 2.3. Soit w = L+, oi c est un mot primitif et n > 2. Si vwOu est un facteur de w, 
alors wO est une puissance de r. 
Dkmonstration. Si w0 n’est pas une puissance de u, il existe deux mots non vides II, et 
L’~ tels que P= ~‘r v2 = c2 rr, et on sait alors que c’, et v2 sont puissance d’un mime mot 
primitif, d’oti la propri& &non&e. 0 
Th&orkme 2.4. Soit u point jixe d’une substitution primitive, u non phiodique. I1 existe 
un entier N tel que duns u n’apparaisse pas de puissance N-hme de mot. 
Lemme 2.5. Soit u point jixe d’une substitution primitive. S’il existe un mot primitif v et 
deux entiers naturels N et p tels que: 
(1) Pour tous &ments a et b de .d, si ab appartient h L,, aP(ab) est un facteur de vN, 
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Di.monstration. Pour tout ekment i de i I. . . g/1. il existc d’aprfk (I ) et (2) im entier 
Iii 3 I. un prkfxe strict I\‘; de r et un suffixe strict I’i dc I’ (c’est a dirt de longueurs < / 1.1) 
tels que rrp(x, ) = I’, r”’ lt‘i. 
Si %i^l, est un t;kment de L,,. alors 1”“1\.,1.,1”” est aussi dans L,,: I‘ itant primitif. \\‘,I’, 
est done &gal soit au mot tide. wit ri I‘. 
On en dkduit quc II =cJ”(I() est p&iodique. 
Demonstration du Th&otGmr 2.4. Nous dkigncrons par 13 le plus petit enticr tel que 
dans tout ikment do longucur Y de L,, apparaissent tous les mats de longueur 3 de L,,: 
I’existcnce de Y est assurie par la primiti\iti- de 0. 
Soit I un enticr naturcl. I> i min [ jrr(u)j: 0t.d I 
Soit I’ un mot primitif de longueur 1. et 11 le plus petit cntier tc1 que: 
21<min I Irr”(fr)j; trE-,/: 
Dans tout mot de longueur (7 max i 1 o-“(II,)/: I~‘E L,,. / 11.1 = \I 1 ). apparnisscnt tous Its 
(~“(clh). oti trh appartient a L,,. 
Si r” appartient li L,,. on doit avoir d’aprk Ic lemmc: 
i(~“I=,~II<Zmarr1(rr”(\\,)1: ~vEL,,. (htl=v) . 
et done 
Notons h’, le mcmbre de droite de cette in&alitk il n’y tl pas dans II de puissance 
(E( N, )+ I )-6me de mot primitif de longueur I (E partie cntiere). 
Or. pour tout kkment (I de .c/. Ir~“(tr)l est dc la forme C‘,,;.‘: + o( i’), oil C‘,, est une 
constante strictement positive et i la valeur propre dominante dc la matrice associke 
li (T (cf. [I] ). Ainsi ,\I, admet une limite. lorsque I tend vers I’intini. et Its mots primitifs 
de longueur 1. pour I> i min (lrr(u)j: IIE.C/:. n’apparaisscnt pas dans II au deli d’un 
certain exposant. 
II en est de meme des mots de longueur<min: (rr(rr)J: clr.d I. par minimalit& 
puisqu‘ils aont en nombre fini. 
On conclut tinalement qu’il cxiste un entier :V tel quc dans II ne peut pas apparaitre 
de puissance N-&me de mot. cc qui achkve la dimonstration du ThkorPme 2.4. ~_ 
3. Thboremes de reconnaisahilit6 
Introduisons pour la commoditt: dc I’exposk les dkfinitions suivantes: 
Soit B un kkment de I_,,. et i et j dcux entiers naturels tels quc 
B=~r[i.i+lBl-I]=~r[,i,i+lB1-l]. N ous dirons que B admet le mZme k-dkoup- 
ageaurangiet aurang,jsi f:,n~i.....i+JUl-Ii et E,n:,j.....j+JB/-II sont des 
translatks I’un de I’autre dans la translation de .j- i (i<,j). 
- Soient .Y,, x2, . . , s,+ 2 des elements de _d, p un entier naturel, S un suffixe de op( .Y, ), 
P un prefixe de aP( .Y,+ 2). Nous dirons que [S, @( _y2), . , d’( x,+ 1 ), P] est un 
p-decoupage nature1 du mot B=u[i, i+ IBI - l] =Srrp(x~)...crp(.~,+ l)P au rang i s’il 
existe un entier nature1 i’ tel que .Y,.Y~....Y,+~ = u[i’,i’+r+ l] et le bloc B admet le 
meme k-decoupage au rang i et au rang 1 op(u [0, i’ - l] ) I+ 1 op( x1 ) I - IS 1, pour tout 
k dp. 
Considerons par exemple le mot de Morse U, point fixe de la substitution definie par 
o(a) = ah et rr(h) = ha, u = uhhahaahhaababbabuabahhuubbabaub.. . 
Le mot hab n’a pas le meme I-decoupage au rang 2 (oti il admet le 1-decoupage 
nature1 [ha, b]) et au rang 11 (ou il admet le 1-decoupage nature1 [b,ab]). 
Thizorkme 3.1. Soit c une substitution primitiw admettant un point $xe non piriodique 
u. Pour yue o IIL’ wit pas reconnaissuble, ilfirut et il suffit que pour tout rntier L, il existe 
)I mot B dr lonyueur L et deu.u >l>ments a et b de .o/ tels que: 
le mot a(b) est un .s~~.Yc strict de o(a), 
~ /es mats o(a)B et a(b)B apparaissrnt duns u awe le m&e I-dhupaye de B. 
Thkorkme 3.lbis. Soit ci une substitutiorl primitice admettant un point $xe non 
phiodique u; lu substitutiorl CJ est bilat>ralement reconnaissable. 
Dkmonstration du Thkorkme 3.1. (1) Remarque preliminaire: Les elements de E, sont 
en quelque sorte synchronisants pour les problimes de k-decoupages. En effet, pour 
tout element u de .o/, la suite dont le n-&me terme est la premiere lettre de c?‘(u) est 
ultimement periodique. I1 existe ainsi un entier q (zero convient si pour toute lettre 
u cette suite est purement periodique) tel que si i et j sont deux elements de E, (p > q) 
verifiant ui = uj, il existe un element u de .d tel qu’au rang i et au rang j apparaisse le 
mot apmY(a). cette expression donnant son (p -q)-decoupage nature1 aux rangs i et j. 
La meme remarque vaut a gauche des rangs appartenant a E,, en considerant la 
derniere lettre des it&s dune lettre donnee, et dans la limite du nombre de termes de 
11 places a gauche des rangs envisages. 
(2) Supposons que (T n‘est pas reconnaissable. Soit k un entier nature1 non nul fix& 
Par non reconnaissabilite, il existe pour tout entier p un mot R, et deux entiers 
naturels i et j, i~E,,jgE,. tels que: 
-. R,=u[i.i+(Rp~-l]=Ap~P(a,,)...~P(uk_I), oti LI_~,u~,...,u~_~ sont des lettres, 
A, un sufhxe de (Y~(o ~, ) et [A,, ap(ao), , rrp(uk ~, )] est un p-dicoupage nature1 de 
R, au rang i: 
~ R,=u[,j,j+IR,I-l]=ApBpoP(b,)...aP(b,_,)B~, od b,,...,h,_, sont des lettres, 
B, et Bb des mots, BP &ant non vide, et [BP, cP(b,), . ., aP(bh_ 1), Bb] est un 
p-decoupage nature1 du mot BpoP(hO)...aP(bh_, )Bb au rangj+I ApI. 
De plus au rang j le mot APB, apparait comme suflixe d’un a”( b _!. . b 1 ), oti 
h-,,...,h-, sont des lettres telles que [ap(b_,),...,aP(b_,)] est un p-decoupage 
nature1 du mot rrP(b_l)...oP(b_l) au rangj+~ApBp~-(oP(b_r...h_l)~. 
Nous choisirons pour 1 le plus petit entier nature1 tel que IcP(k,... h_ ,)I >laP(cl_ I)B,I. 
quitte. s’il n’y a pas assez de lettres a gauche de Ilj. a remplacer ,i par un rang 
plus grand, ou les decoupages seront les memes. ce qui est toujours possible par 
minimalite. 
Comme g est primitive. h est majore en fonction de I; independamment de p, et pour 
une infinite de valeurs de JJ. ce sont les memes mots tl_ , . ..(I~ _ , et h-, . ..h.,_ , qui 
interviennent. etant en nombre fini. 
(3) Si pour deux entiers p et y (p<(l) ainsi choisis. on (I: 
aP(tr ,,... Uk_, )=B,oqb, )... b& ,)B;, et 
aq(tr,,...trl,~,)=B,,rrq(b (,... b,,_,)Eq. 
avec B, # CT~ “( B,). alors 
c+(U( ,... (II,-,)=B,a”(b, ,... b,,~,)B;=~q-p(B,,)crq(bc ,... b,,-,)o’-P(B;). 
ce qui entraine que ~q(~~U...~lt_, ) commence par une puissance d’un mot 1. d’autant 
plus grande que k. fix6 au depart. est grand. 
Si cette situation peut etre realisee pour des valeurs croissantes de k. on deduit de la 
Section 2 que u est periodique. ce que nous excluons ici. 
(4) Si. pour presque toutes les valeurs de k. pour tous les ran&s correspondant 
a (1 - I..... LI&, et a hL, ,.... h,,_,. les mots B, obtenus sont tels que si p<y, 
B, = ~‘~‘7 B,,), nous choisissons pour k une des valeurs qui conviennent. 
Le mot R, apparait: 
a un rang i = i,,, appartenant li E, avec le y-decoupage nature1 
[A,, Tiq((lO) . . . . . “Y(U,-, ,I, 
a un rang .I =.I ,,,, n’appartenant pas a E, sous la forme A,fF I’( Bp)oq( ho.. /I,, , )B;. 
le y-decoupage [nq(bmI).....rrY(b,,_,).B;] &ant nature1 au rang ,j,q,+IAqBql- 
lo“(b_, b_, )I. 
D’autre part on trouve au rang,j,,,, le mot R,, sous la forme A$?,&‘( b,, b,,_ 1 JSA, le 
p-decoupage [a”( b_,), . . up( b,,_ 1 ). I?,] itant nature1 au rang ,i,,,,+ IA,B,I - 
la”(b-,...b-,)I. On deduit alors du fait que IcrY(b~r...b_,)~>loq(u_l)Bq~, en ap- 
pliquant oqep et par comparaison avec 1e rang i,,, que le mot R, apparait a un rang i’ 
appartenant bien it E, sous la forme .4,,0 q p( E,,)aq( ho.. b,, , IL?;. le y-decoupagc 
[aY(b_,).....~q(bk_l)] etant nature1 au rang ,j,,,+IA,B,I~laY(b_,...b~,)I et lc 
(y -p)-decoupagc du mot ~~((1~ , )crq “(B,,) etant le meme au rang i,,, + 
I A,1 ~ laq(trml )I et au rang i’f I A,1 - lnq( CL, )I. Ainsi les cntiers,i’=j,,,+ Iilyoq-p( BP)1 
et i”=i’+lA,a” p( I?,)1 appartiennent it E:, et on peut leur appliquer la remarque 
preliminairc: a gauche dc ccs deux rangs on trouve dans 11 Ic meme mot avec le memc 
I-decoupage. d’autant plus long que (1 est grand. Or i’ appartient a E,. mais pas,j,,,. 
On en deduit qu’on cst dans la situation de l’tnonce du theoremc. 
La reciproque est immediate. 
Dkmonstration du ThCorkme 3.1bis. Les id&es directrices de cette dkmonstration sont 
celles de la dimonstration du Thtortme 3.1, en faisant simultankment cette fois le 
m2me travail $ gauche et 2 droite des rangs considkis. 
Supposons que g n’est pas bilatlralement reconnaissable. 
Comme u n’est pas pkriodique, nous montrons comme dans la dtmonstration 
prktdente (utilisation des entiers i” et .i’ et de leurs homologues i gauche) qu’il existe 
un ensemble infini I d’entiers naturels, des lettres co.. .cr_ 1 et des lettres do . ..d._ 1 
telles que pour tout Ilkment y de I il existe des entiers IQ), II(,), I&, et II;,, appartenant 
d E, tels que: 
~ Cq=ucl?l,q),~,q,l=uc~71;q,~ Al;,,], 
le y-dkcoupage nature1 de C, est [aq(co), . . ..~~((a~- ,)I au rang IH,~,, 
~ le y-dkoupage nature1 de C, est [aq(do), , oq(d,7_ 1 )] au rang m;,,, 
~ le I-dkoupage de C, n’est pas le m6me au rang w(q) et au rang ml,,. 
Mais si on est dans cette situation au rang 4, pour tout entier p > q appartenant i I, le 
1-dkoupage de C, doit Ctre le meme le mime au rang Q,, et au rang I&,,, ce qui est 
contradictoire. d‘oti le rtsultat. n 
Corollaire 3.2. Toute substitution primitire dr longueur constante (i.e. telle que pour 
tous a e’t h dans .rl, la(a)1 = 1 a(h rt admettant un point ,fise non pkriodique est 
reconnuissuble. 
Remarques et exemples. (1) La substitution dkfinie sur .d = {a, h, c, d) par a(a) = ad, 
o(h) = u, (T(c.) = d et o(d) = hc est reconnaissable: a(c) est suffixe strict de o(a), mais a est 
toujours suivi par d, et c par a dans le point fixe u. 
(2) Si pour toutes lettres distinctes u et h de .o/, a(a) est suffixe strict de o(h) ou 
inversement, et si u n’est pas piriodique, (T n’est pas reconnaissable: en effet il existe 
une suite strictement croissante d’entiers naturels (L,),ltw telle que pour tout n il existe 
un mot B de longueur L, prolongeable d gauche de deux faCons diffkentes en kliments 
de L,. 
Par exemple la substitution dkfinie sur .d= (u,b) par o(a)=aha et a(h)= ba n’est 
pas reconnaissable. 
(3) Si o n’est pas reconnaissable, aucun it&i de 0 n’est reconnaissable. 
(4) Si (T est reconnaissable, et injective sur les lettres, les it&s de 0 sont reconnais- 
sables. 
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